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前言

数学越学到后面，概念越抽象，运算越抽象。

怎么学比较容易呢？
用具体的例子和计算来理解和掌握。
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用具体的数字来理解变量

例
化简分式

6− x
2x =

6− �x
2�x

=
5

2

请问
6− 2

2 · 2
=

5

2
?
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用具体的数字来理解变量

定义
复合函数

(f ◦ g)(x) = f(g(x))

就是用 g(x) 来代替所有 f(x) 里面的 x。

例

f(x) = x2 + x + 3, g(x) = 2x + 1

那么
f(g(x)) = (2x + 1)2 + (2x + 1) + 3
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用具体的数字来理解变量

例

f(x) = x2 + x + 3, g(x) = 2x + 1

f(2) = 22 + 2 + 3 = 9, f(5) = 52 + 5 + 3 = 33

f(a) = a2 + a + 3, f(b) = b2 + b + 3

f(a + 1) = (a + 1)2 + (a + 1) + 3

最后
f(g(x)) = f(2x + 1) = (2x + 1)2 + (2x + 1) + 3
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观察一下可以得到 ⋂
t>0

Xt = ∅,

⋃
t>0

Xt = (1,∞)

罗玉文 抽象的数学具体学



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

用具体的数字来理解变量
用具体的计算来理解抽象的运算
用具体的例子来理解抽象的概念

集合族的交与并

例

Xt =

{
x ∈ R

∣∣∣1 + 1

t < x < 2 +
1

t

}

X0.001 = {x|1001 < x < 1002} = (1001, 1002),

X1 = (2, 3),X2 = (
3

2
,
5

2
),X1000 = (1.001, 2.001), · · ·

观察一下可以得到 ⋂
t>0

Xt = ∅,
⋃
t>0

Xt = (1,∞)

罗玉文 抽象的数学具体学



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

用具体的数字来理解变量
用具体的计算来理解抽象的运算
用具体的例子来理解抽象的概念

集合族的交与并

例

Xt =

{
x ∈ R

∣∣∣1 + 1

t < x < 2 +
1

t

}

X1.001 = (1.999, 2.999),

X2 = (
3

2
,
5

2
),X1000 = (1.001, 2.001), · · ·

观察一下也可以得到 ⋂
t>1

Xt = {2}

罗玉文 抽象的数学具体学



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

用具体的数字来理解变量
用具体的计算来理解抽象的运算
用具体的例子来理解抽象的概念

集合族的交与并

例

Xt =

{
x ∈ R

∣∣∣1 + 1

t < x < 2 +
1

t

}

X1.001 = (1.999, 2.999),

X2 = (
3

2
,
5

2
),

X1000 = (1.001, 2.001), · · ·

观察一下也可以得到 ⋂
t>1

Xt = {2}

罗玉文 抽象的数学具体学



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

用具体的数字来理解变量
用具体的计算来理解抽象的运算
用具体的例子来理解抽象的概念

集合族的交与并

例

Xt =

{
x ∈ R

∣∣∣1 + 1

t < x < 2 +
1

t

}

X1.001 = (1.999, 2.999),

X2 = (
3

2
,
5

2
),X1000 = (1.001, 2.001), · · ·

观察一下也可以得到 ⋂
t>1

Xt = {2}

罗玉文 抽象的数学具体学



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

用具体的数字来理解变量
用具体的计算来理解抽象的运算
用具体的例子来理解抽象的概念

线性子空间

定义
我们说一个 Rn 上的一个子集 U 是一个线性子空间是指它满足
这三个条件：

1 0⃗ ∈ U；
2 如果 x⃗, y⃗ ∈ U，那么 x⃗ + y⃗ ∈ U ;
3 如果 x⃗ ∈ U，那么对任意的 λ ∈ R，有 λ⃗x ∈ U。
就是任何两个元素之和在集合里面，任何一个元素的数乘也
在集合里面。
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线性子空间

例
集合

U =

x⃗ =

x
y
0

 , x, y ∈ R


是 R3 上的一个线性子空间。
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y
0

 , x, y ∈ R



1
2
0

 ∈ U ,

−2
1
0

 ∈ U

1
2
0

+

−2
1
0

 =

−1
3
0

 ∈ U , 3

1
2
0

 =

3
6
0

 ∈ U
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集合上的拓扑

定义
一个集合 X 上的拓扑是指 X 的一个子集的集合 T，满足：

1 X ∈ T , ∅ ∈ T :
2 任何个 T 里的元素的并也在 T 里（无限并在 T 中）；
3 T 中有限个元素的交也在 T 中（有限交在 T 中）。
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罗玉文 抽象的数学具体学



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

用具体的数字来理解变量
用具体的计算来理解抽象的运算
用具体的例子来理解抽象的概念

集合上的拓扑

定义
一个集合 X 上的拓扑是指 X 的一个子集的集合 T，满足：

1 X ∈ T , ∅ ∈ T :
2 任何个 T 里的元素的并也在 T 里（无限并在 T 中）；

3 T 中有限个元素的交也在 T 中（有限交在 T 中）。
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拓扑的例子

例
设 X = {a, b}，

则 X 的所有子集为 {∅, {a}, {b}, {a, b}},可以定义
T = {∅, {a}, {a, b}}。可以验证

1 ∅ ∈ T , X = {a, b} ∈ T
2 ∅ ∪ {a} = {a} ∈ T , ∅ ∪ {a, b} = {a, b} ∈ T ,

{a} ∪ {a, b} = {a, b} ∈ T , ∅ ∪ {a} ∪ {a, b} = {a, b} ∈ T
3 ∅ ∩ {a} = ∅ ∈ T , ∅ ∩ {a, b} = ∅ ∈ T ,

{a} ∩ {a, b} = {a} ∈ T , ∅ ∩ {a} ∩ {a, b} = ∅ ∈ T
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T = {∅, {a}, {a, b}}。可以验证

1 ∅ ∈ T , X = {a, b} ∈ T

2 ∅ ∪ {a} = {a} ∈ T , ∅ ∪ {a, b} = {a, b} ∈ T ,
{a} ∪ {a, b} = {a, b} ∈ T , ∅ ∪ {a} ∪ {a, b} = {a, b} ∈ T

3 ∅ ∩ {a} = ∅ ∈ T , ∅ ∩ {a, b} = ∅ ∈ T ,
{a} ∩ {a, b} = {a} ∈ T , ∅ ∩ {a} ∩ {a, b} = ∅ ∈ T
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拓扑的例子

例
定义 T2 = {∅, {a}, {b}}，那么 T2 不是 X 上的一个拓扑。因为

{a} ∪ {b} = {a, b} = X /∈ T2

所以 T2 不是 X 上的拓扑。
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最后的话

注记
例子越简单，越具体，越能理解抽象的定义与定理；

例子不能代替证明，只能帮助理解；
高年级的课程，总是能在低年级课程里面找到例子
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