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本文是文章 如何计算对坐标的曲线积分的离线版本。如果要查看在线
版本，请前往网站阅读。

1 计算方法

对坐标的曲线积分的计算方式有很多种，我们所知道或者教材上提到
过的就有：直接计算，利用格林公式计算，利用 Stokes公式，利用积分与路
径无关以及全微分求积等等。而且有些方法在不同情况下还有不同的变化。
这么多方法，再加上对坐标的曲线积分还需要分方向等等，造成了很多同学
感觉对坐标的曲线积分很难的印象。
这一篇文章里我们总结一下求对坐标的曲线积分的方法，以及每种方

法的应用情况，这样，我们遇到对坐标的曲线积分时，能够采用针对性的方
法来求。
事实上，我们只需要掌握两种方法即可：直接计算法和利用格林公式求

积分两种方法。因为能够采用全微分求积或者积分路径无关的方法来求曲
线积分的，采用格林公式来求更简单直接。所以我们只总结这两种方法。
对于三维闭曲线上的积分，可以应用 Stokes 公式来求，但它的思想与

平面上的格林公式一致，我们只简单介绍一下它的方法。
1，直接计算法：我们根据曲线 L 的表达式的不同形式，将曲线积分化

成定积分来计算。
（1）若曲线 L 是由参数方程 x = φ(t), y = ψ(t)}给出，t 从 α 到 β，
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其中 t = α 对应起点， t = β 对应终点，那么积分∫
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

=

∫ β

α

P (φ(t), ψ(t)) · φ′(t)dt+Q(φ(t), ψ(t)) · ψ′(t)dt

其中 x, y 都用 t 表示。这里要注意的是，这里不管 α 和 β 谁大谁小，起点
就是在下限，终点在上限，这一点跟对弧长的曲线积分不同。
（2）若曲线 L 是由参数方程 x = φ(t), y = ψ(t), z = γ(t)} 给出，t 从

α 到 β，其中 t = α 对应起点， t = β 对应终点，那么积分∫
L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

=

∫ β

α

P (φ(t), ψ(t), γ(t)) · φ′(t)dt

+Q(φ(t), ψ(t), γ(t)) · ψ′(t)dt

+R(φ(t), ψ(t), γ(t)) · γ′(t)dt

其中 x, y, z 都用 t 表示。剩下的部分就是计算定积分了。
（3）若曲线是由一个函数 y = f(x)， x 从 a 到 b，那么积分∫

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ b

a

P (x, f(x)) +Q(x, f(x)) · f ′(x)dx

2，若 L 是平面曲线，则可以用格林公式来计算。
（1）若 L 是平面闭曲线，且在曲线内部 P (x, y), Q(x, y) 有一阶连续偏

导数，这种情况可以直接应用格林公式；
（2）若 L 是平面闭曲线，但是在曲线内部 P (x, y), Q(x, y) 有奇点（一

阶偏导数不存在或者不连续），

L1

L

这种情况我们通过添加辅助线，将奇点挖掉，然后应用格林公式。最后
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将辅助线上的积分减去，就得到了原来的曲线积分的值，∮
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dydx

−
∮
L1

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

这里 L 取正向， L1 取反向（顺时针方向）。
（3）若 L 是平面开曲线，我们可以通过添加简单的辅助线（为了方便

计算），
L1

使新的曲线成为一个简单闭曲线，然后应用格林公式，最后减去辅助线
上的积分，就得到原曲线积分的值。∮

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

−
∫
L1

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

3，若 L 是一个空间闭曲线，则可应用 Stokes 公式，将曲线积分化成曲
面积分。在曲面的选择上，可以选择比较简单的、容易计算的曲面来进行计
算。（因为以 L 为边界的曲面很多，我们可以选择最简单的曲面。） 这里我
们不做详细介绍。
理论上来说，空间开曲线也可以通过添加辅助线的方式来应用 Stokes

公式，但一般来说，这样的计算相对繁琐，我们一般不考虑。
4，计算方法选择：现在的问题是在什么情况采取什么方法来求积分？
基本的思想是：（1）闭曲线，基本上采用格林公式或者 Stokes 公式来

求，不管内部是不是有奇点；
（2）开曲线：如果曲线简单（例如直线）并且被积函数简单，直接计算；
（3）开曲线：如果曲线复杂，或者被积函数复杂，采用格林公式计算。
现在我们来看如何应用上述的结论。
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2 计算举例

例 1，求积分
∫
L
(x+ y)dx+ (y − x)dy，其中 L 是抛物线 y2 = x 从点

(1, 1) 到 (4, 2) 之间的一段弧。
解：这里，被积函数很简单，曲线也简单，可以用直接方法计算。用 y

作自变量会更简单一点，不用计算根式函数的导数。

∫
L

(x+ y)dx+ (y − x)dy =

∫ 2

1

[(y2 + y) · 2y + (y − y2)]dy

=

∫ 2

1

(2y3 + y2 + y)dy

=
1

2
y4 +

1

3
y3 +

1

2
y2
∣∣∣2
1

= 8 +
8

3
+ 2− 1

2
− 1

3
− 1

2

=
34

3

例 2：计算
∮
L

−ydx+ xdy

x2 + y2
，其中 L 是 （1）圆周 (x− 2)2 + y2 = 1；

（2）原点在其内部的任一正向闭曲线。
解：（1）曲线为圆心在点 (2, 0)，半径为 1 的圆周，在其内部 D 上

P (x, y), Q(x, y) 一阶连续可导。所以由格林公式

∮
L

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dydx

=

∫∫
D

(
y2 − x2

(x2 + y2)2
− y2 − x2

(x2 + y2)2
∂P

∂y

)
dydx

=

∫∫
D

0dydx = 0

（2）因为被积函数在原点处没有定义，所以原点是被积函数的奇点。
我们以原点为心，作一个半径为 ε 的圆 Lε，那么被积函数在介于 L 与 Lε

之间的区域内是一阶连续可导的。
L

Lε
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这里 L 是正向，逆时针，Lε 是反向，顺时针。介于这两条曲线之间的
区域我们记为 D，它的边界为 L+ Lε，由格林公式，

∮
L

−ydx+ xdy

x2 + y2
+

∮
Lε

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

因为
∂Q

∂x
=
y2 − x2

x2 + y2
,
∂P

∂y
=
y2 − x2

x2 + y2

所以
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0 ⇒

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0

所以我们得到 ∮
L

−ydx+ xdy

x2 + y2
= −

∮
Lε

−ydx+ xdy

x2 + y2

因为 Lε 可用参数方程表示为 x = ε cos t, y = ε sin t，顺时针方向，所以
t 是从 2π 到 0，

−
∮
Lε

−ydx+ xdy

x2 + y2
= −

∫ 0

2π

(
−ε sin tε(− sin t) + ε cos tε cos t

ε2

)
dt

=

∫ 2π

0

ε2 sin2 t+ ε2 cos2 t
ε2

dt =

∫ 2π

0

dt = 2π

所以 ∮
L

−ydx+ xdy

x2 + y2
= 2π

例 3：计算
∫
L
(2xy3 − y2 cosx)dx+(1− 2y sinx+3x2y2)dy，其中 L 是

抛物线 2x = πy2 上从点 (0, 0) 到 (π
2
, 1) 之间的一段。

解：积分的曲线如图：

x

y

π
2

1
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如果直接计算，这个积分基本上是求不出来的，如果利用格林公式，计
算就变得很简单。但是这个曲线不是闭曲线，我们需要添加辅助线来将它
变成闭曲线。

x

y

L1

L2

D

π
2

1

我们看到整个闭曲线的方向是顺时针方向，它是逆向的，所以

(∫
L

+

∫
L1

+

∫
L2

)
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = −

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

我们先来计算右边的积分。因为

∂Q

∂x
=

∂

∂x
(1− 2y sinx+ 3x2y2) = −2y cosx+ 6xy2,

∂P

∂y
=

∂

∂x
(2xy3 − y2 cosx) = 6xy2 − 2y cosx

所以

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0,

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0

那么 ∫
L

Pdx+Qdy = −
∫
L1

Pdx+Qdy −
∫
L2

Pdx+Qdy

在 L1 上，x = π
2
, dx = 0， y 从 1 到 0。所以
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−
∫
L1

Pdx+Qdy = −
∫ 0

1

Q(x, y)dy

= −
∫ 0

1

(
1− 2y + 3

(π
2

)2

y2
)
dy

=

∫ 1

0

(
1− 2y + 3

(π
2

)2

y2
)
dy

= y − y2 +
π2

4
y3
∣∣∣1
0
=
π2

4

在 L2 上， y = 0, dy = 0，x 从 π
2
到 0。所以

−
∫
L2

Pdx+Qdy = −
∫
L2

Pdx = −
∫
L2

0dx = 0

所以 ∫
L

(2xy3 − y2 cosx)dx+ (1− 2y sinx+ 3x2y2)dy =
π2

4

3 习题

最后是一些习题供同学们练习。
1，设 (C)是从 ((1,0))到 ((0,1))再到 ((-1,0))的折线，求下列曲线积分

<br>（1）
∫
C

2xydx+x2dy;（2）
∫
C

yexydx+xexydy；（3）
∫
C

x2/3dx+e7ydy。

2，求曲线积分
∫
C

(x2+y)dx+xdy，其中 C 是曲线 y = 9−x2 从 (−3, 0)

到 (3, 0) 的一段。

3，求积分
∫
C

xydx + (ey + x2)dy，其中 (C) 是由 y = x2 + 4x + 4 与

y = 4− x2 围成的区域的正向边界。
4，计算积分

∫
C

−y
x2+y2 dx+

x
x2+y2 dy，其中 C 为（1）任意一条原点在其内

部的正向闭曲线；（2）任意原点在其外部的正向闭曲线；（3）曲线 y = 1
4
x2+1

从点 (−2, 2) 到 (2, 2) 之间的一段；（4）曲线 y = x2 − 2 从点 (−2, 2) 到 2, 2

之间的一段。
5，求积分

∮
C

4x− y

4x2 + y2
dx +

x+ y

4x2 + y2
dy，其中 C 为 x2 + y2 = 2， 逆

时针方向。
答案： 1（1） 0 （2） 0 （3） 6

5
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2 18 3 − 8
3

4 （1） 2π （2） 0 （3） −π
2
（4） 3π

2

5 π

如果有任何疑问，可以邮件或者微信提问。
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